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MNo. Fungsi f(x) = vy Turunan Integral

1 y = sinx COS X fcﬂsxdx= sinx +c

2 Yy = COS X — Ssin x J-sinxdx =—-cosx +¢cC

3 y = tan x sec® x J-seczxdx = tan x + ¢

4 Vv = cotx —csc? x Jecsc?2xdx = - cotx + ¢

5 Yy = sec x tan x .sec x Jtanx.secxdx = secx + ¢

6 Y = CSC X —cot X .CSC X Jcotx.cscxdx = - cscx+ ¢

7 Vv = ésin{ﬂx + b) cos(ax + b) fﬂ'ﬂS{ﬂI + b)dx = ésin{ﬂx + b)) +c¢

8 V= — écns{aﬂc + b) sin(ax + b) J- sin{ax + b)dx = — écos{ﬂx + b))+

9 y = étan{ﬂx + b) sec’(ax + b) J-SECE{HI + b) dx = étan{-:u: + b) +c

10 Vv = —%cnt{ax+b) csc*(ax + b) fcscz{ﬂx—l—b)dx =—%CG'I:{HI+EJ:I+C

11 }?=—§SEC{HI+EJ) tan(ax + b) .sec{ax + b) J-tan{ax+b).sec{ﬂx+b)dx =—ésec{aﬂc+b)+c
12 Vv = —écsc{:ﬂ;{ + b) |cotlax + b).csc(ax + b) J- cot(ax + b) .csclax + b) dx = —écsc{ﬂx +b)+c
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Bentuk integral yang dicakup disini adalah bentuk integral dar J f (x) dx dengan
f(x) merupakan fungs :
o sin X Cos X
m 1 m n
¢ fan X Sec X, cot XCSC X
o tan X cot X
o §in (mx) cos (nx), sin (mx) sin(nx), cos (mx) cos (nx)

e

[ 2021 }L Lisani,S.TP.,,M.P Lisani@staff.unja.ac.id lisani@unja.ac.id 0813633294??]




Inegral bentuk [cos” x dv & s’ x dr dengann T B

Misl 1 bilngan gl Mk ity dan cos' iikiorkan menjdi i x s

dan s x ooy dengan (1) merupakan bilangan genap. Unfuk mencan olust

(igunakan dentias it x4 st x= da engan subsitus! Infegrasl
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- - 1
sinsxdxz sinzxsinxdxh l-coszx

v ' ' k |

d(cos )c)zcosx-gcos3 14(
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COS*X * cos X dx
(1 = sin*x) cos x dx

7 ) ).,
=‘(I -w)du=u-su +C

: | o3
=smmx—gsinx+ C
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Sedang untuk n bilangan genap , maka sin'x dan cos X diuraikan sehingga
menjadi  jumlah  sukuw-suku  dalam  cosmus, yaitu  digunakan  identitas

cos 2x =2 coszx—1=1—2sin2x.

Contoh.

jcoszx dx = j%(l + COS 2x) ax = %x+%sin 2x+C

2

cos®x +sin‘x =1

2 F

cos“x =1—sin“x

o~
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1 1 .
—x + —s1ndx + C”

2 =

e
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(1 — cos2x)dx
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o 2
/ sin” xdx
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5 | / (1 —cos2x)dx
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Bentuk integral Jsinnx dx dan Jcos"x dx dapat juga dihitung dengan rumus
reduksi, yaitu integral di atas dinyatakan dalam suku-suku dari integral yang sejenis
namun untuk pangkat yang lebth rendah. Disini akan diberkan rumus reduksi untuk

J cos™ x dx sebagai berikut

Misal cos"x=cos”'lxcosx, u=codx & dv=cosxdr. Maka

du=-(n- l)cosn_2 xsinxde & v=sinx

o~
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o

Dengan mengunakan metode integral bagian didapatkan :

[ cos” x dx = Jcosn—lx cosx dx=[udv=uv-vdu
= cos" " x sinx+ (n- l)J sin” X cos""2 X dx
= cos™ " x sinx+ (n— I)J(l —cos” x) cos” % x dx

= cos™ " x sinx+ (n— l)fcosn_zx dx—(n-1)]cos” x d
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Bila suku paling kanan dipindahkan ke ruas kin maka didapatkan:

] cos™ x dx = co" L x siny + (n- I)Jcos"_zx dx
atau
l n_l Nn ""1

jcos" Xxdx=—=cos ~xsinx +—jcos"'2 X dx
n n

o~
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Dengan cara serupa diperoleh rumus reduksi untuk Jsin" X dx , yaitu :

. | e n—1
fsm"x dy === piaapi
n n

jsinn_zx dx

Contoh

| 2 1 2
Jcos3x dx = gcoszx sinx +§jcosx dx= Ecoszx sinx+§sinx+ L
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Integral bentuk

] +
IS0 08 1 d g1 B’
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Bila m atau n merupakan bilangan ganjil maka untuk suku yang berpangkat
ganjil difaktorkan dengan sin x atau cos x sebagai salah satu faktornya dan digunakan

dentitzs sin” x+cos”x = 1. Namun bila m dan 1 keduanya merupakan bilangan genap
(m = n ) maka digunakan 1dentits sm 2x = 2 sm x cos X dan

c0s 2v =2 cos* v~ 1= 1- 2 sin’x. Sedang untuk m dan dan n bilangan genap tetapt m

# 1 dapat diselesakan menngunakan metode yang Kita bahas pada  bagian selanjutnya
dengan 1dentitas dan cara yang digunakan tetap sama seperti bilamana m = n di atas.
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Contoh.
S cos*x d = jsinzx cos”x sinx dy = —J(l - cos” x) cos” 1 d(cos x)

| |
=—cossx——cos x+C
S 3

a. Jsin

1-cos 2x [+cos 2x

2 2
1(1—00522):)(1](:1j(l_cos4x)dx=lx_ sin 4x
: 5 3

b. Jsinzx cos” x dv= |

+C

L
4

o~
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Integral bentuk [tan™ x sec” x dv & [cot™ x csc” xdx dengann T B”,

Untuk m = 1 dan n = () kita lakukan integrasi sebagai berikut :
sin X l
1) |tanx dx = |— dx = |-——d|sin x| = =In{cos x|+ C
()j jcosx J €S X ( ) ( )

COSX

(ii) [cot x dx = | dx = In(sin x) + C

SINnXx

o~
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Sedang untuk m = () dan n= 1 kita lakukan manipulast integrasi sebagai bertkut;

. SeCx+ tan x seczx+ secxtan x
(1) Jsecxdxzjsecx =J
seC x +tanx sec x +tan x
d (secx = tanx)
= J = ln(secx+ tanx)+C
SeCX + tan x

(1) Jcsc X dx = —ln(cscx + cot x) +C
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Untuk atau n = 0 atau m = 0 dapat digunakan rumus reduksi,
menggunakan identitas tan® x = sec>x—1 & cotZx = csczx—ldidapatkan:

. m m—2 2 m-—2 2
(1) Itan xdx = Itan xtan" x dx = Itan X (sec x—1}dx
2 . tanm—l >
m < m—4 o m-——4
— j tan X d(tan x) - Itan X dx = — jtan x dx
m-—1
COtm-—l - 5
i m . m—
(11) _[cot xdx =— - fcot x dx
m-—
g n n—2 2 n-2
(111) Isec xdx = Isec x sec” x dx = Isec X d(tan .\')
n—-2
sec xtanx n-— n=2
= S I sec”’ < x dx
n-—1 n-—
. ‘"—2 i ke 7
, n CSC X cot r n-— ,,_7
(1v) jcsc xdx=-— Ic

n—1 n-—1

dengan
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o

Untuk m ganyl, maka imtegral akan mudah diselesarkan bila  digunakan bentuk
d(secx)=secxtanxdsataud (csex)=-cscxcotxdx dan identitas

)]
tanz.rzseczx-l & cotz.r=csc‘ (=1 Sedang untk m genap akan mudah
diselesatkan bila kita redukst ke dalam suku-Suku dan sec x atau sc X.
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Contoh.

a. Jtan3.r secx dx
Misal u = sec x. Maka du = sec x tan x dx

,
Itan3 x sec3x dx = jtan"x sec2 x(tanx secx) dx
I(seczx - l)sec2 .x(tan X secx)dr = J.(u2 - l)uzdu

| | I 1
=_U5 _.—u3 +( = —seCS.t——Sec x+C
5 3 5 3
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Q Jtan2 vsec' x dv

- 2
Misal u = tan x . Maka du = sec™x dx
2 -4 2 .3 .2 2[ 2
Itan X sec X dx=ftan X $eC” X $ec” X dxzfu U +1|du

ol l l
= -us +—u3 +(= -tans X+ -tan3x +C
" "3 ) 3
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integral Berbentuk
1. Kombinasi Sin dan Cos

lSinnx.Cosz dXI

Perhatikan Rumus

ISinzx + Cos’X = 1|
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sin 2x = 25N Xx. cos X

cos 2x = cos® X — sin- X

—1—-2 sin” x

? cos® x — 1
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I
C0s°2x = -5(1 + c0s 4x)
1 1

=§+-2-cos4x
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——sm4x+ 4

1
fsmszdx fidx——[cosétx dx
1
2 8
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2

sin®x + cos®x = 1

sin“2x + cos?2x =1
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